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1. ВВЕДЕНИЕ

Недавно группа Телескопа Горизонта Событий
(ТГС) опубликовала первые изображения сверхмас-
сивных черных дыр в центрах двух галактиках: в
эллиптической галактике M87∗ [1] и в нашей галак-
тике Млечный Путь, Sgr A∗ [2]. Наблюдения прово-
дились в миллиметровом диапазоне на частоте 230
ГГц. На полученных изображениях отчетливо видно
асимметричное неоднородное яркое кольцо, в центре
которого расположено темное пятно. Данное изоб-
ражение интерпретируется как образ сверхмассив-
ной черной дыры [1, 2]. Диаметр кольца составляет
42 микросекунды (мкс) дуги для M87∗ [1] и 51.8 мкс
дуги для Sgr A∗ [2] соответственно. Однако из-за
недостаточного углового разрешения (порядка ∼ 25

мкс дуги) и низкого качества изображения группе
ТГС не удалось оценить толщину и провести деталь-
ный анализ структуры кольца.

Общая теория относительности предсказывает,
что черные дыры могут проявлять себя в виде тени,
окруженной бесконечным числом вложенных фо-
тонных колец [3]. Каждому фотонному кольцу со-
ответствует определенное количество полуорбит, ко-
торые фотон проходит, прежде чем достичь наблю-
дателя. Фотонное кольцо проявляется как яркая и
четкая особенность на изображении черной дыры.
Считается, что в наблюдаемых образах черных дыр,
полученных группой ТГС, яркое кольцо должно со-
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держать бесконечное число фотонных колец. Самое
яркое и широкое фотонное кольцо является первым,
и предполагается, что поток и ширина последую-
щих колец уменьшается в e−π раз [4,5]. Измерение и
анализ формы фотонного кольца позволит оценить
спин черной дыры.

На сегодняшний день рассматриваются концеп-
ции космических радиотелескопов, которые способ-
ны наблюдать первое фотонное кольцо [6, 7]. В ра-
боте [6] обсуждаются космические радиотелеско-
пы, расположенные на круговых регулярных и ре-
троградных орбитах. Эта концепция позволяет по-
лучать высококачественные изображения сверхмас-
сивных черных дыр с достаточно большим угловым
разрешением вплоть до ∼ 1−2 мкс дуги. С помощью
данной концепции можно разрешить кольцо, полу-
ченное группой ТГС, и наблюдать первое фотонное
кольцо сверхмассивной черной дыры. Как известно,
бесконечно тонкое кольцо будет проявляться на ба-
зах, превышающих диаметр Земли, в виде универ-
сальных быстро осциллирующих функции на гра-
фике функции видности [5,8,9]. Толстое кольцо, на-
оборот, будет проявляться на базах, меньших диа-
метра Земли. Моделирование численных наблюде-
ний и анализ функций видности на базах, превы-
шающих диаметр Земли, поможет лучше понять и
изучить природу физики черных дыр.

В данной работе рассматривается аналитическая
модель толстого асимметричного кольца с радиаль-
ным гауссовым профилем яркости и вычисляется
функция видности с базами вплоть до 6 диаметра
Земли на частоте 690 ГГц.

800



ЖЭТФ, том 167, вып. 6, 2025 Аналитическая модель фотонного кольца. . .

−40 −30 −20 −10 0 10 20 30 40
Right Ascention, (μas)

−40

−30

−20

−10

0

10

20

30

40

De
cli

na
tio

n,
 (μ

as
)

0.0000000

0.0000004

0.0000008

0.0000012

0.0000016

0.0000020

0.0000024

0.0000028

Рис. 1. Распределение яркости в кольце для следующих

параметров: r0 = 20 мкс дуги, ∆r = 5 мкс дуги, φ0 = π

B = 1 и n = 1. Суммарный поток в кольце равен 1 Янский

2. АНАЛИТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ И
РЕЗУЛЬТАТЫ

Откликом радиоинтерферометра на распределе-
ние сигнала на небе является комплексная функция
видности. Эта функция связана с распределением
яркости источника на небесной сфере I(r, φr) через
преобразование Фурье [10]. В полярных координа-
тах u, φu функция видности определяется следую-
щим образом [10]

V (u, φu) =

∫ ∫
I(r, φr)e

−2πiur cos(φr−φu)rdrdφr , (1)

где u — безразмерная проекция базы интерферомет-
ра, выраженная в единицах длин волн, а r, φr — по-
лярные координаты в картинной плоскости источ-
ника, выраженные в радианах.

Здесь мы будем предполагать, что функцию рас-
пределения яркости источника на небе можно пред-
ставить в виде произведения радиальной и азиму-
тальной компонент:

I(r, φr) = Ir(r)Iφ(φr). (2)

Радиальную часть будем описывать гауссовой функ-
цией распределения следующим образом:

Ir(r) = e−(
r−r0
∆r )

2

, (3)

где r0 — радиус и ∆r — ширина кольца в радиа-
нах. Азимутальную часть — асимметричной функ-
цией распределения заданной в виде

Iφ(φr) =

(
1−B ∗ sin2 φr − φ0

2

)n

, (4)

где B — параметр асимметрии, φ0 — направление
на максимальную яркость в кольце, а n — степень

асимметрии. Если параметр асимметрии равен ну-
лю B = 0, то мы получаем симметричную функ-
цию распределения. В этом случае функция видно-
сти вычисляется достаточно просто (см. [8]). Сле-
дует отметить, что в более реалистичных сценари-
ях параметр асимметрии B может зависеть от спи-
на черной дыры и угла наклонения. В данной ра-
боте мы рассмотрим случай, когда параметр асим-
метрии является постоянной величиной, не завися-
щей от спина и угла наклонения. Кроме того, мы бу-
дем рассматривать случай, когда степень асиммет-
рии равна единице, n = 1.

На рис. 1 показан пример распределения яркости
в кольце для радиуса r0 = 20 мкс дуги и ширины
кольца ∆ = 5 мкс дуги. Максимум яркости распо-
ложен под углом φ0 = π. Суммарный поток в кольце
равен 1 Янский. Если подставить выражение (4) в
уравнение (1), то интеграл по углу φr может быть
взят явно. В результате получаем

V (u, φu) = π

∫
[(2 −B)J0(2πur)−

−iBJ1(2πur) cos(φu − φ0)]Ir(r)rdr, (5)

где J0 и J1 — функции Бесселя первого рода нуле-
вого и первого порядка соответственно. Данное вы-
ражение (5) является общим, и функция видности
является комплексной величиной в силу асиммет-
рии функции распределения яркости на небе. В сим-
метричном случае, когда B = 0, функция видности
становится действительной величиной. Также стоит
заметить, что функция видности зависит от направ-
ления проекции базы интерферометра, т.е. от угла
φu. В разных направлениях амплитуда и фаза функ-
ции видности может принимать разные значения.

Интеграл (5) с функцией распределения (3) мо-
жет быть вычислен с хорошей точностью прибли-
женными методами. Нас, в первую очередь, будут
интересовать достаточно большие базы, превышаю-
щие диаметр Земли. Для таких баз функции Бессе-
ля можно разложить в ряд по большому аргументу
(2πur ≫ 1, см. [11])

J0(x) ≈
sin(x) + cos(x)√

πx
, (6)

J1(x) ≈
sin(x)− cos(x)√

πx
. (7)

Стоит заметить, что данное разложение справед-
ливо и для баз, меньших диаметра Земли. Тогда
функция видности может быть переписана в виде
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V (u, φu) =
2−B√

2u

∞∫

0

(sin(2πur) + cos(2πur))
√
re−(

r−r0
∆r

)2dr−

−iB cos(φu − φ0)√
2u

∞∫

0

(sin(2πur)− cos(2πur))
√
re−(

r−r0
∆r

)2dr. (8)

Этот интеграл (8) может быть вычислен аналитически точно, используя выражение (3.953) из [12]. В ре-
зультате мы получаем окончательное выражение для функции видности с асимметричным распределением
яркости (4) и радиальным гауссовым профилем(3)

V (u, φu) =
2−B√

8u
Γ

(
3

2

)(
∆r2

2

)3/4

exp

(
− r20
2∆r2

− π2u2∆r2

2

)
×

×
[
(1− i) exp (iπur0)D−3/2

(
−i

√
2πu∆r −

√
2
r0
∆r

)
+ (1 + i) exp (−iπur0)D−3/2

(
i
√
2πu∆r −

√
2
r0
∆r

)]
−

−iB cos(φu − φ0)√
8u

Γ

(
3

2

)(
∆r2

2

)3/4

exp

(
− r20
2∆r2

− π2u2∆r2

2

)
×

×
[
− (1 + i) exp (iπur0)D−3/2

(
−i

√
2πu∆r −

√
2
r0
∆r

)
+ (i− 1) exp (−iπur0)D−3/2

(
i
√
2πu∆r −

√
2
r0
∆r

) ]
,

(9)

где D — функция Вебера (функция параболического цилиндра). Функция видности (9) является комплекс-
ной функцией и зависит как от радиуса, так и от ширины кольца, а также от направления базы φu. Для
удобства вычисления функции видности и визуализации можно переписать функции Вебера через полиномы
Эрмита. В результате получаем

V (u, φu) =
2−B√

8u
Γ

(
3

2

)
(∆r)

3/2
(1− i) exp(− r20

∆r2
)×

[
H−3/2

(
−iπu∆r − r0

∆r

)
+ iH−3/2

(
iπu∆r − r0

∆r

) ]
−

−iB cos(φu − φ0)√
8u

Γ

(
3

2

)
(∆r)

3/2
(1 + i) exp(− r20

∆r2
)×

[
iH−3/2

(
iπu∆r − r0

∆r

)
−H−3/2

(
−iπu∆r − r0

∆r

)]
.

(10)

где H — полиномы Эрмита. Нормировка функции видности определяется выражением функции видности
при малых базах, которое принимает вид

V (u→ 0, φu) ≈
2−B + iB cos(φu − φ0)√

2u
× Γ

(
3

2

)
(∆r)

3/2
exp(− r20

∆r2
)H−3/2

(
− r0
∆r

)
. (11)

Стоит заметить, что при малых проекциях баз,
когда u→ 0, приближение (7) перестает выполнять-
ся. Это приводит к незначительному расхождению
по амплитуде, которая легко компенсируется подго-
ночным множителем.

На рис. 2 представлена функция видности в двух
перпендикулярных направлениях: φu = 0, π/2. За-

висимость показана от проекции базы, выраженной
в длинах волн (нижняя ось) и в диаметрах Зем-
ли (верхняя ось). Зеленая и красная кривые со-
ответствуют результатам численного интегрирова-
ния функции видности (1) для источника (2). Ин-
тегрирование было выполнено с использованием па-
кета finufft версии 1.1.1 (см. [13]). Зеленая кривая

802



ЖЭТФ, том 167, вып. 6, 2025 Аналитическая модель фотонного кольца. . .

0.5 1.0 1.5

u, λ 1e11

10−9

10−6

10−3

100

|V
|

2 4
u, ED

Рис. 2. Функция видности в зависимости от проекции ба-

зы u представлена на графике, где нижняя ось отобража-

ет значения в единицах длины волны, а верхняя ось — в

диаметрах Земли. Зеленая и красная кривые получены с

помощью численного интегрирования выражения (1). Зе-

леная кривая соответствует направлению φu = 0, красная

кривая — направлению φu = π/2. Черные кривые — ана-

литические кривые полученные по формуле (10)

соответствует направлению φu = 0, а красная кри-
вая — φu = π/2. Важно отметить, что при φu = π/2

функция видности является действительной, тогда
как при φu = 0 она становится комплексной. Это
различие связано с асимметрией в распределении
яркости, что влияет на амплитуду и фазу функ-
ции видимости. Черные кривые представляют со-
бой аналитические решения, полученные по форму-
ле (10). В целом, как ясно из рис. 2, согласие между
аналитическими и численными кривыми довольно
хорошее.

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе была построена аналитическая мо-
дель толстого асимметричного кольца с радиаль-
ным гауссовым профилем распределения яркости.
Для данной модели была аналитически вычисле-
на функция видности. Было показано, что функция
видности является комплексной функцией и зави-
сит как от радиуса, так и от ширины кольца. Кро-
ме того, функция видности зависит от направле-
нии базы, т.е. угла φu. Также были вычислены ам-
плитуды функции видности в двух перпендикуляр-
ных направлениях как численно, так и аналитиче-
ски по формуле (10). Было показано, что анали-
тические формулы (10) достаточно хорошо согла-

суются с численными вычислениями, что подтвер-
ждает корректность предложенной модели и мето-
дов анализа. Данная модель может непосредствен-
но использоваться для фитирования наблюдатель-
ных данных в различных миссиях [7]. Таким об-
разом, полученные результаты могут быть полезны
для дальнейших исследований в области радиоин-
терферометрии со сверхдлинными базами, а также
для практического применения в наблюдениях об-
разов сверхмассивных черных дыр.
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